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1 题目大意

统计满足如下要求的 N 行M 列 01矩阵数目：

• 每一行都不能有连续 P 个 0；

• 全是 0的列数目不能超过 Q。

有 5%的数据，P = 1；

有 10%的数据，N ×M ≤ 20；

有 15%的数据，N ≤ 2，M ≤ 106；

有 10%的数据，N ≤ 2；

有 20%的数据，N ≤ 4，P ≤ 2，Q ≤ 2；

对于 100%的数据，N ≤ 8，M ≤ 1018，P ≤ 3，Q ≤ 3。

2 基础知识

这篇题解假定大家了解矩阵、矩阵乘法，以及如何用矩阵乘法优化递推。请不了解的同学

自行学习。

3 算法分析

这是一个组合计数问题，入手点很多，我们根据数据规模来进行分析。

4 5%的算法

注意到有 5%的数据满足 P = 1，即不能有连续 1个 0，也就是说只能填 1，所以答案就是

1。

时间复杂度 O(1)，期望得分 5分。

5 15%的算法

有 10%的数据满足 N ×M ≤ 20，这意味着我们可以枚举所有可能的矩阵进行判断。

时间复杂度 O(2NMNM)，结合之前的算法可以得到 15分。

6 30%的算法

有 15%的数据满足 N ≤ 2，M ≤ 106，我们可以考虑动态规划。为了方便就只讨论 N = 1

的情况。

记 dp[i][j][k]表示已经填了前 i列，第 i列之前最近的一个 1离 i的距离为 j，已经有 k列全

是 0，的方案数。那么转移就考虑下一个位置填 0还是 1。

对于 N = 2的情况则再加上一维记录第 2行的情况。时间复杂度 O(PNQM)，结合之前的

算法可以得到 30分。
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7 40%的算法

有 10%的数据满足 N ≤ 2，但是M 可以达到 1018，我们可以考虑矩阵优化递推过程。

由上一部分知动态规划，若按照已填列数划分阶段，则每一阶段的状态数是 O(PNQ)的，

因为 N 比较小，所以可以手算出各种情况下的转移矩阵，再使用快速幂矩阵乘法加速递推。时

间复杂度 O((PNQ)3 logM)，期望得分 40分。

8 60%的算法

有 20%的数据 N 已经达到了 4，手算转移矩阵计算量过大，我们可以考虑用程序帮助我们

找到转移矩阵。

具体做法就是，我们枚举一个状态，再枚举下一列 N 个数的所有取值，算出它能转移到的

状态。

时间复杂度是 O((PNQ)3 logM + PNQ · 2NN)，期望得分 60分。

9 100%的算法

注意到对于极限数据，若仍用之前的算法，可以发现状态数过多，矩阵乘法无法承受。

于是我们着手优化状态的表示。这里只讨论 P = 2的情况，其它的情况则是类似的。

在表示状态时，我们用 N 维来表示了每一行离当前位置最近的 1到当前位置的距离，我们

称之为此时一行的W 值，注意到这个值只有 0和 1两种取值。而进一步注意到，我们在处理转

移时，对于不同的行，只要它们的W 值相同，它们产生的转移是类似的！也就是说，真正对我

们有用的，是W = 0的行的数目和W = 1的行的数目。于是我们可以简化状态了：(a, b, c)三

元组表示W = 0的行有 a个，W = 1的行有 b个，全是 0的列已有 c个。

这样极大地压缩了状态。实际测试中极限数据中状态数仅有 180。

时间复杂度 O(S3 logM + S · 2NN)，其中 S 是实际的状态数，期望得分 100分。
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