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表达式计数 

 

【问题描述】 

对于𝑁个变量，在可以使用括号的基础上，有多少种本质不同的运算方案？

由于答案会很大，所以只需要输出模1000000007之后的答案。 

两个方案本质相同即，无论如何改变这些变量的值，两种方案的结果不变(当

然，要在表达式有意义的基础上) 

例如:𝑎/𝑏/𝑐和𝑎/(𝑏 ∗ 𝑐)的本质是相同的。 
 

 

【试题考察点】 

 动态规划 

 

【解题报告】 

这道题是一道经典的𝐷𝑝题。 

首先，我们需要对本质不同进行深入理解。 

可以从以下三个方面下手： 

1. 对每一层都进行括号操作，同层内部的括号用相同优先级的符号连接，

相邻两层的连接符号一定不相同，比如对于表达式(𝑎 + 𝑏) ∗ 𝑐 +

(
𝑑

𝑒
∗ 𝑓)可以把它写成(((𝑎 + 𝑏) ∗ 𝑐) + (

𝑑

𝑒
∗ 𝑓)) 

2. 对于同一层的符号，规定把加和乘放到前面,比如对于𝑎 − 𝑏 − 𝑐 + 𝑑

可以写成𝑎 + 𝑑 − 𝑏 − 𝑐 

3. 然而这样还会有重复，比如对于两个式子(𝑎 − 𝑏) ∗ (𝑐 − 𝑑),(𝑏 − 𝑎) ∗

(𝑑 − 𝑐)，本质是一样的，所以还需要减掉这些方案（关键）。 

 

前两方面： 

 

如果只要考虑前面两个方面，那么很容易就能得到𝐷𝑝方程：用𝑓𝑖表示有𝑖个变

量的且最外层是加减层的方案数，用𝑔𝑖表示有𝑖个变量的且最外层是乘除层的方

案数。然后按第二点那样分前后两半做，枚举最后一个括号的大小，然后用组合

数乘一下就得到答案了。 

以𝑓𝑖为例，转移大概如下(上面所说的前后两半可以自己考虑)： 

𝑓𝑖 = ∑ 𝑓𝑖−𝑗 ∗ 𝑔𝑗 ∗ 𝐶𝑖−1
𝑗−1

𝑖−1

𝑗=1
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关键的第三方面： 

 

但是对于第三点，用上面的方法不能很有效的去重，因此要再挖掘第三点： 

首先，这样的重复只会出现在乘除层，而出现重复的必要条件是：存在偶数个加

减层括号能够置反。 

而一个括号可以置反的前提是它存在没有前导符号的相反项。例如：𝑎 + 𝑏是

不能置反的，因为置反后为−𝑎 − 𝑏，无论如何交换顺序都必然存在有前导负号的

项，而𝑎 − 𝑏是可置反的，因为它能变成𝑏 − 𝑎。而对于一个乘除层，他如果能置

反，充要条件是至少存在一个括号(加减层括号)能置反，而对于一个加减层，如

果在当前层有负号，那么一定能置反，否则需要有一个括号(乘除层括号)能置反，

从而在当前层构造出一个负号。因此，通过分析可以发现，一个表达式存在置反

方案的充要条件是存在负号！ 

现在知道了，存在置反的充要条件是存在负号，那么也就是说一个表达式不

存在置反方案的充要条件为不存在负号。 

那么我们可以先把表达式置反前后的方案当成一个方案，即绝对值相同的方

案当成一个方案，因此对于一个𝑁个变量的表达式，我们可以先算出绝对值不同

的方案数𝑎𝑛𝑠1,那么对于每个方案，假设它都存在置反方案，那么总答案就是

𝑎𝑛𝑠 = 𝑎𝑛𝑠1 ∗ 2,然而，由于不存在负号的方案是没有置反方案的，所以可以在计

算出不存在负号的方案数𝑎𝑛𝑠2,那么答案就是𝑎𝑛𝑠 = 𝑎𝑛𝑠1 ∗ 2 − 𝑎𝑛𝑠2。 

就此，问题的基本思路已经得到了，那么接下来就是如何计算这两种方案。 

 我们可以定义以下几个𝐷𝑝状态： 

  𝑓𝑖：外面层是加减层的绝对值不同的方案数。 

𝑓𝑓𝑖：不包含减号的，最外面层是加减层的方案数。 

𝑔𝑖:最外面层是乘除层的绝对值不同的方案数。 

𝑔𝑔𝑖：不包含减号的，最外面层是乘除层的方案数。 

𝑔1𝑖:最外面层仅有乘法连接的绝对值不同的方案数。 

𝑔𝑔1𝑖: 不包含减号的，最外面层仅有乘法连接的方案数。 

 其中𝑔1𝑖和𝑔𝑔1𝑖是用来帮忙转移𝑔𝑖和𝑔𝑔𝑖的。 

 各个𝐷𝑝递推的转移方程大概如下： 

𝑓𝑖 = ∑(𝑓𝑖−𝑗 + 𝑔𝑖−𝑗) ∗ 𝑔𝑗 ∗ 2 ∗ 𝐶𝑖−1
𝑗−1

𝑖−1

𝑗=1

 

𝑓𝑓𝑖 = ∑(𝑓𝑓𝑖−𝑗 + 𝑔𝑔𝑖−𝑗) ∗ 𝑔𝑔𝑗 ∗ 𝐶𝑖−1
𝑗−1

𝑖−1

𝑗=1

 

𝑔1𝑖 = ∑ 𝑔1𝑖−𝑗 ∗ 𝑓𝑗 ∗

𝑖

𝑗=1

𝐶𝑖−1
𝑗−1

 

𝑔𝑔1𝑖 = ∑ 𝑔𝑔1𝑖−𝑗 ∗ 𝑔𝑔𝑓𝑗 ∗

𝑖

𝑗=1

𝐶𝑖−1
𝑗−1

 

𝑔𝑖 = ∑(𝑔1𝑗 − 𝑓𝑗) ∗

𝑖

𝑗=1

𝑔1𝑖−𝑗 ∗ 𝐶𝑖
𝑗
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𝑔𝑔𝑖 = ∑(𝑔𝑔1𝑗 − 𝑓𝑓𝑗) ∗

𝑖

𝑗=1

𝑔𝑔1𝑖−𝑗 ∗ 𝐶𝑖
𝑗
 

 当然，还是有一些细节需要考虑的，比如𝑗 = 𝑖 − 1的时候的情况。 

 

空间复杂度：𝑂(𝑁2) 

 时间复杂度：𝑂(𝑁2) 

 期望得分：100分 

 

 

【小结】 

这道题是一道比较难的经典𝐷𝑝题，需要选手在想题和写代码的时候有所细心，

不能漏过任何一种情况，特别是去重方面，是这道题的难点所在，同时也需要选

手对𝐷𝑝有比较好的掌握。在这场互测中属于较难题。 

 

 

 


